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具有随机节点结构的复杂网络同步研究*
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针对具有随机节点结构的复杂网络,研究其同步问题.基于 Lyapunov稳定性理论和线性矩阵不等式技术给出了

复杂网络同步稳定的充分性条件,该充分性条件不仅与复杂网络的状态时延有关,还与节点结构的概率分布有关.

数值仿真表明本文方法的有效性.
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1 引 言

由于许多实际系统,如 internet、电力系统、智

能交通网络等都可以通过复杂网络模型进行描述,

因此,近年来,复杂网络成为研究热点问题,受到物

理、通信、计算机以及生命科学等领域学者的广

泛关注 [1−4]. 其中, 复杂网络的同步问题更是备受

关注. 所谓复杂网络的同步是指性质相同或相近

的两个或多个复杂网络, 通过系统间的相互作用,

使得在不同初始条件下的各种演化的复杂网络的

状态逐渐接近,最后达到全同的状态. 有关复杂网

络的同步问题已经有很多研究成果.文献 [5]利用

滑模控制法对规则网络的混沌同步问题进行了研

究,针对一个混沌系统进行控制或驱使一个混沌系

统同步于另一个混沌态的滑模控制法推广到由多

个混沌系统构成的复杂网络的同步研究中,同时设

计了网络滑模面以及控制输入,并依据稳定性理论

分析了它们的有效性. 基于网络拆分思想并运用

Lyapunov稳定性理论,文献 [6]研究了一类具有非

线性耦合的多重边赋权复杂网络,给出了该类复杂

网络的同步准则.文献 [7]对一类具有不相同节点

和非线性扰动的复杂网络的同步问题进行了研究,

作者通过使用自适应控制和脉冲控制的方法给出

了具有更小保守性的复杂网络的同步判据.

与此同时, 在实际的动态系统中, 很多复杂网

络系统的同步受到时滞的影响, 如通讯网络总信

号的传播通常是有时滞的, 病毒在传播中也是存

在一定的时滞的. 而时滞可能导致复杂网络的系

统性能下降,甚至震荡或不稳定,因此,为了更好地

模拟实际网络, 在复杂网络的建模过程中, 应该充

分考虑到时滞所到来的影响.文献 [8, 9]通过使用

Lyapunov稳定性理论对一类具有耦合时滞的线性

复杂网络系统进行了研究,给出了具有更小保守型

的同步判据. 文献 [10]对一类具有耦合时滞的连续

和离散的复杂网络动态系统的同步问题进行了研

究, 然后通过对时滞进行划分的思想, 借助分段分

析的方法得到了时滞依赖的复杂网络同步的充分

性判据, 由于该方法利用了更多的时滞信息,因此

得到的结论具有更小的保守性. 文献 [11]对一类具

有随机非线性和概率时滞的复杂网络研究了其族

同步问题,然后基于随机分析的理论得到了复杂网

络时滞概率分布依赖的族同步判据.

考虑复杂网络系统的复杂性,其动态系统的节

点非线性是很难确定的,因此考虑其节点的随机变

化就变得很有意义.已经有不少文献对节点互异的
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复杂网络进行了研究.文献 [12]对星形网络和小世

界网络进行了研究,结果表明随着耦合强度的增大,

网络中相邻结点的两个系统之间存在相同步现象,

而且相同步行为与定义的量化指标之间存在较准

确的对应关系.文献 [13]对节点结构互异的离散型

时空混沌系统构成复杂网络的反同步问题进行了

研究,通过构造合适的 Lyapunov函数,确定了复杂

网络中连接节点之间的耦合函数的结构以及控制

增益的取值范围,进而发现整个网络存在稳定的混

沌反同步现象.

基于上述讨论, 本文研究了具有随机节点分

布的复杂网络的同步问题, 通过引入一个服从

Bernulli 分布的随机变量来表示节点的随机变化.

通过使用 Lyapunov稳定性理论和随机系统理论给

出了该类复杂网络同步稳定的充分性判据, 其中,

这些判据是以便于计算机 matlab求解的线性矩阵

不等式的形式给出.需要指出的是, 该充分性判据

不仅与复杂网络的状态时延有关,还与节点结构的

概率分布有关.

2 网络模型与预备条件

考虑由 N 个节点构成的连续复杂动态网络,每

个节点是 n维子系统,其模型为

ẋi(t) =δ (t)Af1′(xi(t),xi(t − τ(t)))

+(1−δ (t))Bf2(xi(t),xi(t − τ(t)))

+
N

∑
j=1

gi jΓ1x j(t)+
N

∑
j=1

gi jΓ2x j(t − τ(t))

(i = 1,2, · · · ,N), (1)

其中 xi(t) = (xi1(t), xi2(t), · · · , xin(t))
T ∈ Rn 为第 i

个节点的状态变量; A, B是已知矩阵; f1(·),f2(·)∈
Rn 是连续可微的向量函数; Γl ∈ Rn×n(l = 1,2) 是

已知的常数正定对角矩阵, 表示内部耦合矩阵;

G = (gi j) ∈ RN×N 是耦合配置矩阵, 表示网络拓扑

结构和节点间的耦合强度,其元素 gi j 定义为:若在

节点 i和节点 j (i ̸= j)间有连接,则 gi j = g ji > 0,否

则 gi j = g ji = 0 (i ̸= j). 矩阵G的对角元素定义 [11]

为

gii =−
N

∑
j=1, j ̸=i

gi j (i = 1,2, · · · ,N), (2)

τ(t)为时变时滞,满足 τ1 6 τ(t)6 τ2,其中 0 6 τ1 6
τ2,这里时滞下界 τ1 可以为 0; δ (t)服从 Bernulli分

布,定义如下:

δ (t) =

1 f1(·) 发生

0 f2(·) 发生
,

假设 δ (t)满足

P {δ (t) = 1}=δ0,

P {δ (t) = 0}=1−δ0,
(3)

则

E {δ (t)}=δ0,

E
{
(δ (t)−δ0)

2}=δ0(1−δ0).
(4)

注 1 与传统的复杂网络 [3−5]不同的是,这里

用服从 Bernulli 分布的随机变量 δ (t) 来表示复杂
网络孤立节点动力学行为的随机变化. 由 δ (t) 的
定义可知,在复杂动态网络系统 (1)中,非线性函数

f1(·)与 f2(·)按照 δ (t)进行随机切换.

注 2 系统模型 (1)是具有一定代表性的复杂

网络模型,首先该模型考虑了复杂网络节点动力学

行为的随机变化,其次模型考虑了复杂网络节点的

时滞,而且模型中既包含非时滞耦合项也包含时滞

耦合项.

假设 1 对任何 u,v ∈ Rn,非线性函数 f1(·)与
f2(·)满足以下扇形区域条件:[

f1(u1,v1)−f(u2,v2)

−Ξ1(u1 −u2)− Ξ̂1(v1 − v2)
]T

×
[
f1(u1,v1)−f1(u2,v2)

−Ξ2(u1 −u2)− Ξ̂2(v1 − v2)
]
6 0, (5)[

f2(u1,v1)−f2(u2,v2)

−Ξ3(u1 −u2)− Ξ̂3(v1 − v2)
]T

×
[
f2(u1,v1)−f2(u2,v2)

−Ξ4(u1 −u2)− Ξ̂4(v1 − v2)
]
6 0. (6)

注 3 由假设 1可知


xi(t)

xi(t − τ(t))

f1(xi(t),xi(t − τ(t)))


T

Ω11 ∗ ∗

Ω21 Ω22 ∗

Ω31 Ω32 In
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×


xi(t)

xi(t − τ(t))

f1(xi(t),xi(t − τ(t)))

> 0, (7)


xi(t)

xi(t − τ(t))

f2(xi(t),xi(t − τ(t)))


T

Ω̄11 ∗ ∗

Ω̄21 Ω̄22 ∗

Ω̄31 Ω̄32 In



×


xi(t)

xi(t − τ(t))

f2(xi(t),xi(t − τ(t)))

> 0. (8)

其中

Ω11 =
ΞT

1 Ξ2 +ΞT
2 Ξ1

2
, Ω21 =

Ξ̂T
1 Ξ2 + Ξ̂T

2 Ξ1

2
,

Ω22 =
Ξ̂T

1 Ξ̂2 + Ξ̂T
2 Ξ̂1

2
, Ω31 =−Ξ1 +Ξ2

2
,

Ω32 =−Ξ̂1 + Ξ̂2

2
, Ω̄11 =

ΞT
3 Ξ4 +ΞT

4 Ξ3

2
,

Ω̄21 =
Ξ̂T

3 Ξ4 + Ξ̂T
4 Ξ3

2
, Ω̄22 =

Ξ̂T
3 Ξ̂4 + Ξ̂T

4 Ξ̂3

2
,

Ω̄31 =−Ξ3 +Ξ4

2
, Ω̄32 =−Ξ̂3 + Ξ̂4

2
,

∗表示对称矩阵所对应的对称元素 (下同).

使用矩阵的 Kronecker积,系统 (1)可以重写为

紧凑形式:

ẋ(t) =δ (t)(IN ⊗A)F1(x(t),x(t − τ(t)))

+(1−δ (t))(IN ⊗B)F2(x(t),x(t − τ(t)))

+(G⊗Γ1)x(t)+(G⊗Γ2)x(t − τ(t)), (9)

其中

x(t) =
[
xT

1 (t), xT
2 (t), · · · , xT

N(t)
]T

,

F1(x(t),x(t − τ(t)))

=
[
fT

1 (x1(t),x1(t − τ(t))),

fT
1 (x2(t),x2(t − τ(t))),· · · ,

fT
1 (xN(t),xN(t − τ(t)))

]T
,

F2(x(t),x(t − τ(t)))

=
[
fT

2 (x1(t),x1(t − τ(t))),

fT
2 (x2(t),x2(t − τ(t))),· · · ,

fT
2 (xN(t),xN(t − τ(t)))

]T
.

给出本文主要结论之前,首先给出如下引理.

引理 1[14] 对给定的 τ1 6 τ(t)6 τ2, x(t) ∈ Rn,

以及任意的正定矩阵R ∈ Rn×n,有

− (τ2 − τ1)
∫ t−τ1

t−τ2

ẋT(s)Rẋ(s)ds

6

 x(t − τ1)

x(t − τ2)

T −R R

R −R

 x(t − τ1)

x(t − τ2)

 .

(10)

引理 2[15] 假定 0 6 τm 6 τ(t)6 τM , Ξ1, Ξ2以

及Ω是已知的维数匹配矩阵,则

(τ(t)− τm)Ξ1 +(τM − τ(t))Ξ2 +Ω < 0 (11)

成立,当且仅当下面式子成立

(τM − τm)Ξ1 +Ω < 0, (12)

(τM − τm)Ξ2 +Ω < 0. (13)

3 主要结论

本节给出复杂网络 (9)式同步的稳定性准则.

定义

A1 =
[
IN ⊗A, 0, G⊗Γ1, 0, G⊗Γ2, 0

]
,

A2 =
[

0, IN ⊗B, G⊗Γ1, 0, G⊗Γ2, 0
]
,

ξ (t) =
[
F T

1 (x(t),x(t − τ(t))), F T
2 (x(t),x(t − τ(t))),

xT(t), xT(t − τ1) xT(t − τ(t)) xT(t − τ2)
]T
,

则复杂网络系统 (9)式可以重写为

ẋ(t) = δ (t)A1ξ (t)+(1−δ (t))A2ξ (t). (14)

定理 1 对于给定的时滞信息 0 6 τ1 < τ2 和

节点概率分布信息 δ0 ∈ [0,1],系统 (1)同步渐近稳

定,若存在正定矩阵P > 0, Q1 > 0, Q2 > 0, R1 > 0,

R2 > 0,合适维数的矩阵Ni, Mi (i = 1, 2, · · · , 6),以

及适当维数的对角矩阵 Λ1 和 Λ2,使得下面的线性

矩阵不等式对 s = 1,2成立:
Φ11 +Υ +Υ T ∗ ∗

Φ21 Φ22 ∗

Φ31(s) 0 −R2

< 0, (15)

其中
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Φ11 =



Λ1 ⊗In ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

0 Λ2 ⊗In ∗ ∗ ∗ ∗

∆1 ∆2 ∆3 ∗ ∗ ∗

0 0 R1 −Q1 −R1 ∗ ∗

(Λ1 ⊗Ω32)
T (Λ2 ⊗ Ω̄32)

T ∆4 0 ∆5 ∗

0 0 0 0 0 −Q2


,

∆1 =δ0P (IN ⊗A)+(Λ1 ⊗Ω31)
T, ∆2 = δ10P (IN ⊗B)+(Λ2 ⊗ Ω̄31)

T,

∆3 =P (G⊗Γ1)+(G⊗Γ1)
TP +Q1 +Q2 −R1 +Λ1 ⊗Ω11 +Λ2 ⊗ Ω̄11,

∆4 =(G⊗Γ2)
TP +Λ1 ⊗Ω21 +Λ2 ⊗ Ω̄21, ∆5 =Λ1 ⊗Ω22 +Λ2 ⊗ Ω̄22,

Υ =
[

0 0 0 N −N +M −M
]
, N =

[
NT

1 NT
2 NT

3 NT
4 NT

5 NT
6

]T
,

M =
[
MT

1 MT
2 MT

3 MT
4 MT

5 MT
6

]T
,

Φ21 =


δ0τ1R1(IN ⊗A) 0 δ0τ1R1(G⊗Γ1) 0 δ0τ1R1(G⊗Γ2) 0

δ0
√

τ21R2(IN ⊗A) 0 δ0
√

τ21R2(G⊗Γ1) 0 δ0
√

τ21R2(G⊗Γ2) 0

0 δ10τ1R1(IN ⊗B) δ10τ1R1(G⊗Γ1) 0 δ10τ1R1(G⊗Γ2) 0

0 δ10
√

τ21R2(IN ⊗B) δ10
√

τ21R2(G⊗Γ1) 0 δ10
√

τ21R2(G⊗Γ2) 0

 ,

Φ22 =diag{−R1,−R2,−R1,−R2},

Φ31(1) =
√

τ21N
T, Φ31(2) =

√
τ21M

T,

τ21 =τ2 − τ1, δ10 = 1−δ0.

证明 构造如下形式的 Lyapunov泛函:

V (xt) = V1(xt)+V2(xt)+V3(xt), (16)

其中 V1(xt) = xT(t)Px(t),

V2(xt) =
∫ t

t−τ1

xT(s)Q1x(s)+
∫ t

t−τ2

xT(s)Q2x(s),

V3(xt) =τ1

∫ t

t−τ1

∫ t

s
ẋT(v)R1ẋ(v)dvds

+
∫ t−τ1

t−τ2

∫ t

s
ẋT(v)R2ẋ(v)dvds.

则 V (xt)沿系统 (14)式求如下算子运算:

LV (t) = lim
∆→0+

1
∆
{E(V (xt+∆ )|xt)−V (xt)},

并对其取数学期望得:

E{LV (xt)}

=2xT(t)P [δ0A1ξ(t)+(1−δ0)A2ξ(t)]

+xT(t)(Q1 +Q2)x(t)

−xT(t − τ2)Q2x(t − τ2)−xT(t − τ1)Q1x(t − τ1)

+E{ẋT(t)(τ2
1R1 + τ21R2)ẋ(t)}

− τ1

∫ t

t−τ1

ẋT(s)R1ẋ(s)ds

−
∫ t−τ1

t−τ2

ẋT(s)R2ẋ(s)ds. (17)

由引理 1可知

− τ1

∫ t

t−τ1

ẋT(s)R1ẋ(s)ds

6

 x(t)

x(t − τ1)

T −R1 R1

R1 −R1

 x(t)

x(t − τ1)

 ,

(18)

而

E{ẋT(t)R̃ẋ(t)}

=δ 2
0 ξ

T(t)A T
1 R̃A1ξ(t)

+(1−δ0)
2ξT(t)A T

2 R̃A2ξ (t), (19)

其中 R̃= τ2
1R1 + τ21R2.

由假设 1和注 3,存在对角阵 Λ1 和 Λ2 使得下
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式成立
x(t)

x(t − τ(t))

F1(x(t),x(t − τ(t)))


T

×


Λ1 ⊗Ω11 ∗ ∗

Λ1 ⊗Ω21 Λ1 ⊗Ω22 ∗

Λ1 ⊗Ω31 Λ1 ⊗Ω32 Λ1 ⊗In



×


x(t)

x(t − τ(t))

F1(x(t),x(t − τ(t)))

> 0, (20)


x(t)

x(t − τ(t))

F2(x(t),x(t − τ(t)))


T

×


Λ2 ⊗ Ω̄11 ∗ ∗

Λ2 ⊗ Ω̄21 Λ2 ⊗ Ω̄22 ∗

Λ2 ⊗ Ω̄31 Λ2 ⊗ Ω̄32 Λ2 ⊗In



×


x(t)

x(t − τ(t))

F2(x(t),x(t − τ(t)))

> 0. (21)

应用自由权矩阵,有

2ξT(t)N
[
x(t − τ1)−x(t − τ(t))

−
∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋ(s)ds

]
= 0, (22)

2ξT(t)M
[
x(t − τ(t))−x(t − τ2)

−
∫ t−τ(t)

t−τ2

ẋ(s)ds
]
= 0. (23)

注意到存在矩阵R2,使得

−2ξT(t)N
∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋ(s)ds

6(τ(t)− τ1)ξ
T(t)NR−1

2 NTξ(t)

+
∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋT(s)R2ẋ(s)ds, (24)

−2ξT(t)M
∫ t−τ(t)

t−τ2

ẋ(s)ds

6(τ2 − τ(t))ξT(t)MR−1
2 MTξ(t)

+
∫ t−τ(t)

t−τ2

ẋT(s)R2ẋ(s)ds. (25)

将 (22) 和 (23) 式代入 (17) 式的右边, 结合 (18)—

(25)式,可得

E{LV (xt)}

62xT(t)P [δ0A1ξ(t)+(1−δ0)A2ξ(t)]

+xT(t)(Q1 +Q2)x(t)−xT(t − τ2)Q2x(t − τ2)

−xT(t − τ1)Q1x(t − τ1)+δ 2
0 ξ

T(t)A T
1 R̃A1ξ(t)

+(1−δ0)
2ξT(t)A T

2 R̃A2ξ(t)

+2ξT(t)N [x(t − τ1)−x(t − τ(t))]

+2ξT(t)M [x(t − τ(t))−x(t − τ2)]

+(τ(t)− τ1)ξ
T(t)NR−1

2 NTξ(t)

+(τ2 − τ(t))ξT(t)MR−1
2 MTξ(t)

+

 x(t)

x(t − τ1)

T −R1 R1

R1 −R1

 x(t)

x(t − τ1)



+


x(t)

x(t − τ(t))

F1(x(t),x(t − τ(t)))


T

×


Λ1 ⊗Ω11 ∗ ∗

Λ1 ⊗Ω21 Λ1 ⊗Ω22 ∗

Λ1 ⊗Ω31 Λ1 ⊗Ω32 Λ1 ⊗In



×


x(t)

x(t − τ(t))

F1(x(t),x(t − τ(t)))



+


x(t)

x(t − τ(t))

F2(x(t),x(t − τ(t)))


T

×


Λ2 ⊗ Ω̄11 ∗ ∗

Λ2 ⊗ Ω̄21 Λ2 ⊗ Ω̄22 ∗

Λ2 ⊗ Ω̄31 Λ2 ⊗ Ω̄32 Λ2 ⊗In



×


x(t)

x(t − τ(t))

F2(x(t),x(t − τ(t)))


6ξT(t)

[
Φ11 +Υ +Υ T]ξ(t)+δ 2

0 ξ
T(t)A T

1 R̃A1ξ(t)
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+(1−δ0)
2ξT(t)A T

2 R̃A2ξ(t)

+(τ(t)− τ1)ξ
T(t)NR−1

2 NTξ(t)

+(τ2 − τ(t))ξT(t)MR−1
2 MTξ (t). (26)

由 (15)式可知,当 s = 1,2,利用 Schur补引理,可得

ξT(t)
[
Φ11 +Υ +Υ T]ξ(t)+δ 2

0 ξ
T(t)A T

1 R̃A1ξ(t)

+(1−δ0)
2ξT(t)A T

2 R̃A2ξ (t)

+(τ2 − τ1)ξ
T(t)NR−1

2 NTξ(t)< 0, (27)

ξT(t)
[
Φ11 +Υ +Υ T]ξ(t)+δ 2

0 ξ
T(t)A T

1 R̃A1ξ(t)

+(1−δ0)
2ξT(t)A T

2 R̃A2ξ(t)

+(τ2 − τ1)ξ
T(t)MR−1

2 MTξ(t)< 0. (28)

再由引理 2,可得

E{LV (xt)}6 0 (29)

利用 Lyapunov 稳定性理论, 系统 (14) 式同步渐近

稳定,于是复杂网络系统 (1)的状态是同步渐近稳

定的.

注 4 由定理 1 可以看出, 复杂网络系统 (1)

的同步渐近稳定不仅依赖于状态时延 τ1, τ2, 还依

赖于节点结构的概率分布.

下面给出上面结果的一个特例,其证明类似定

理 1的证明.

当 δ (t) = 1,也即不考虑复杂网络系统 (1)的随

机节点结构的变化,此时系统 (1)退化成

ẋi(t) =Af(xi(t),xi(t − τ(t)))+
N

∑
j=1

gi jΓ1x j(t)

+
N

∑
j=1

gi jΓ2x j(t − τ(t)). (30)

利用 Kronecker积,系统 (30)式可以重写为下面紧

凑形式:

ẋ(t) =(IN ⊗A)F (x(t),x(t − τ(t)))+(G⊗Γ1)x(t)

+(G⊗Γ2)x(t − τ(t)). (31)

定义

A =
[
IN ⊗A, G⊗Γ1, 0, G⊗Γ2, 0

]
,

ξ(t) =
[
F T(x(t),x(t − τ(t))), xT(t),

xT(t − τ1) xT(t − τ(t)) xT(t − τ2)
]T
,

则复杂网络系统 (31)式可以重写为

ẋ(t) = A ξ(t). (32)

类似于定理 1,构造如下 Lyapunov泛函

V (xt) =xT(t)Px(t)+
∫ t

t−τ1

xT(s)Q1x(s)

+
∫ t

t−τ2

xT(s)Q2x(s)τ1

×
∫ t

t−τ1

∫ t

s
ẋT(v)R1ẋ(v)dvds

+
∫ t−τ1

t−τ2

∫ t

s
ẋT(v)R2ẋ(v)dvds,

使用自由权矩阵N 和M :

2ξT(t)N
[
x(t − τ1)−x(t − τ(t))

−
∫ t−τ1

t−τ(t)
ẋ(s)ds

]
= 0,

2ξT(t)M
[
x(t − τ(t))−x(t − τ2)

−
∫ t−τ(t)

t−τ2

ẋ(s)ds
]
= 0.

可以得到如下复杂网络 (30)式同步的稳定性准则.

定理 2 对于给定的时滞信息 0 6 τ1 < τ2,

系统 (30) 同步渐近稳定, 若存在正定矩阵 P > 0,

Q1 > 0, Q2 > 0, R1 > 0, R2 > 0, 合适维数的矩阵

Ni, Mi (i = 1,2, · · · ,5) 以及适当维数的对角矩阵
Λ,使得下面的线性矩阵不等式对 s = 1,2成立:

Π11 + Ῡ + Ῡ T ∗ ∗

Π21 Π22 ∗

Π31(s) 0 −R2

< 0, (33)

其中

Π11 =



Λ⊗In ∗ ∗ ∗ ∗

∆̄1 ∆̄2 ∗ ∗ ∗

NT
1 R1 +NT

2 ∆̄3 ∗ ∗

∆̄4 ∆̄5 N4 −NT
3 +MT

3 ∆̄6 ∗

−MT
1 −MT

2 N5 −MT
3 −N5 +M5 −MT

4 −Q2 −M5 −MT
5


,
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∆̄1 =P (IN ⊗A)+(Λ⊗Ω31)
T,

∆̄2 =P (G⊗Γ1)+(G⊗Γ1)
TP +Λ⊗Ω11

+Q1 +Q2 −R1,

∆̄3 =−Q1 −R1 +N3 +NT
3 ,

∆̄4 =(Λ⊗Ω32)
T −NT

1 +MT
1 ,

∆̄5 =(G⊗Γ2)
TP +Λ⊗Ω21 −NT

2 +MT
2 ,

∆̄6 =Λ⊗Ω22 −N4 −NT
4 +M4 +MT

4 ,

Ῡ =
[

0 0 N −N +M −M
]
,

N =
[
N1 N2 N3 N4 N5

]T
,

M =
[
M1 M2 M3 M4 M5

]T
,

Π21 =

 τ1R1(IN ⊗A) τ1R1(G⊗Γ1) 0 τ1R1(G⊗Γ2) 0
√

τ21R2(IN ⊗A)
√

τ21R2(G⊗Γ1) 0
√

τ21R2(G⊗Γ2) 0

 ,

Π22 = diag
{
−R1, −R2

}
, Π31(1) =

√
τ21N

T,

Π31(2) =
√

τ21M
T, τ21 = τ2 − τ1.

4 数值仿真

考虑如下具有 5个节点的复杂网络系统,每个

节点的动力学行为通过如下系统来描述:

ẋi(t) =δ (t)Af′(xi(t),xi(t − τ(t)))

+(1−δ (t))Bf2(xi(t),xi(t − τ(t)))

+
N

∑
j=1

gi jΓ1x j(t)+
N

∑
j=1

gi jΓ2x j(t − τ(t))

(i = 1,2, · · · ,5),

其中

xi(t) =

 xi1(t)

xi2(t)

 , A=

 0.2 −0.2

−0.4 0.3

 ,

B =

 0.2 −0.25

−0.35 0.3

 ,

f1′(xi(t),xi(t − τ(t)))

=

 0.4xi1(t)− tanh(0.3xi1(t))+0.2xi2(t − τ(t))

0.9xi2(t)− tanh(0.7xi2(t))

 ,

f2′(xi(t),xi(t − τ(t)))

=

 0.3xi1(t)− tanh(0.2xi1(t))+0.1xi2(t − τ(t))

0.8xi2(t)− tanh(0.6xi2(t))

 .

假设外部耦合矩阵与内部耦合矩阵可以分别通过

如下形式给出:

G=



−15 12.01 0 0 0.01

12.01 −15 0 0 0

0.01 0.02 −16 0 0.02

0.02 0.01 0 −16 0.01

0 0 0.01 0.01 −14


,

Γ1 =

 1 0

0 1

 , Γ2 =

 0.1 0

0 0.1

 ,

当节点的概率分布 δ0 = 0.7, 令时滞下界 τ1 = 0.1,

通过定理 1, 通过使用 matlab 的 LMI 工具箱求解

(15)式可得,时滞上界 τ2 = 1.3,并且对不同的节点

概率分布 δ0, 当 τ1 = 0.1 时, 可以分别得到对应的

时滞上界 τ2 (见表 1).

选择如下初始条件:

x1(0) =

 0.5

−0.4

 , x2(0) =

 0.3

−0.2

 ,

x3(0) =

 0.1

−0.1

 , x4(0) =

 0.2

−0.3

 ,

x5(0) =

 0.4

−0.5

 ,

当 τ1 = 0.1, τ2 = 1.2, δ0 = 0.6,可得图 1和图 2仿真

曲线.其中,图 1给出了时滞 τ(t)的变化规律,图 2

给出了复杂网络系统 (9)式的状态相应曲线,其中

x j
i (i = 1,2, · · · ,5; j = 1,2)表示第 i个节点的第 j个

状态,由该曲线可以看出该复杂网络可以很快达到

同步.
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图 1 当 τ1 = 0.1, τ2 = 1.2, δ0 = 0.6时,时滞 τ(t)的变化曲线 图 2 当 τ1 = 0.1, τ2 = 1.2, δ0 = 0.6时,复杂网络系统状态曲线

表 1 对于不同的 δ0(τ1 = 0.1),系统所允许的最大时滞 τ2

δ0 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

τ2 1.34 1.36 1.37 1.39 1.40

上面的算例里面,我们仅选择 N = 5,随着节点

的增多, 上面结论也能很好地使得系统达到同步.

如其他条件不变,当 N = 10,外部耦合矩阵

G=



−15.00 12.01 0 0 0.01 0.01 0 0 0 0.02

12.01 −15.00 0 0 0 0.02 0.01 0.02 0.01 0.01

0.01 0.02 −16.00 0 0.02 0.01 0 0.01 0.02 0.01

0.02 0.01 0 −16.00 0.01 0.01 0.02 0.01 0.01 0.02

0 0 0.01 0.01 −14.00 0 0.02 0.02 0.01 0.01

0 0 0.01 0 0 −15.00 0.02 0.02 0.01 0.01

0 0 0.01 0 0 0 −16.00 0.02 0.01 0.01

0 0 0.01 0 0 0 0.02 −17.00 0.01 0.01

0 0 0.01 0 0 0 0.02 0.02 −13.00 0.01

0 0 0.01 0 0 0 0.02 0.02 0.01 −15.00



.

当初始状态

x1(0) =

 0.5

−0.4

 , x2(0) =

 0.3

−0.2

 ,

x3(0) =

 0.1

−0.1

 , x4(0) =

 0.2

−0.3

 ,

x5(0) =

 0.4

−0.5

 , x6(0) =

 0.5

−0.4

 ,

x7(0) =

 0.3

−0.2

 , x8(0) =

 0.1

−0.1

 ,

x9(0) =

 0.2

−0.3

 , x10(0) =

 0.4

−0.5

 .

复杂网络系统 (9)式的状态相应曲线如图 3所示.

图 3 当 τ1 = 0.1, τ2 = 1.2, δ0 = 0.6时,复杂网络系统状态

曲线
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5 结 论

本文对一类具有随机节点分布的复杂网络的

同步问题进行了研究. 借助 Lyapunov 稳定性理论

和随机系统理论给出了该类复杂网络同步稳定

的充分性判据. 其中, 这些判据是以便于计算机

matlab求解的线性矩阵不等式的形式给出.仿真算

例表明了本文方法的有效性.
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